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Md& dau

Dinh 1i Casey dugc dit theo tén nha todn hoc ngusi Ireland John Casey, né dugce coi nhu mot mé rong
ctia Dinh 1f Ptolemy. Bai bao Luis Gonzilez [3] da gidi thiéu vé Dinh li Casey nhu 13 mot md rong clia
Dinh 1f Ptolemy. Tiép theo, Kin-Yin Li [5] tiép tuc gi6i thieu vé dinh 1f nay va mot s6 ting dung clia né.
O Viet Nam, Tran Quang Hung da cong bé [4] vé bat déng thitc Casey.

Trong thoi gian qua dé c6 mot sé dé thi hoc sinh gidi trong nude va qudc té dude gidi quyét tron ven
trén co s6 tng dung Dinh li Casey. V6i mong mudn trinh bay lai mot cach ¢6 hé théng noi dung ctia hai
bai bao trén vi gidi thiéu thém mot s6 ting dung ctia Dinh 1i Casey vao giai mot sd bai toan hinh hoc danh

cho hoc sinh gioi, chiing t6i da chon dé tai “Dinh li Casey va tng dung” 1am chti dé cho luan van thac si.

Luan vin ngoai phan md dau, két luan, tai lieu tham khao, dugc trinh bay trong hai chuong.

o Chuong 1. Mot s6 kién thic lien quan.

e Chuong 2. Dinh li Casey va ing dung.
Luan van nay duge thiyce hién tai Truong Dai hoc Khoa hoc - Dai hoc Thai Nguyén va hoan thanh véi su
huéng dan cta PGS.TS. Trinh Thanh Hai (Gidng vien Truong DH Khoa hoc - Dai hoc Thai Nguyén).

Tac gia xin duge bay t6 long biét on chan thanh va sau sic téi ngudi huéng dan khoa hoc ciia minh,
ngusi da dat bai toan va tan tinh huéng dan dé luan van nay duge hoan thanh.

Tac gia xin tran trong cdm on Ban Giam hiéu Trudng Dai hoc Khoa hoc - Dai hoc Thai Nguyén, Ban
Chti nhiém Khoa Toan — Tin, ciing cac gidng vién da tham gia gidng day, da tao moi diéu kién t6t nhat
dé tac gid hoc tap va nghién ciu.

TAc gia xin cdm on tap thé 16p Cao hoc Toan khéa 10 (2016-2018) da dong vien va gitp d6 tac gia rat
nhiéu trong sudt qua trinh hoc tap.

Téc gid mudn gii nhing 16i cdm on tét dep dén cac nha khoa hoc trong hoi dong danh gia luan van,
dac biet 14 dén cac phan bién clia dé tai nay. Nhing gop ¥, thao luan ciia ho da gitip tac gia stta chita va
hoan thién ludn van nay.

Nhan dip nay, tac gia ciing xin chan thanh cam on S& Gido duc va Dao tao Hai Phong, Ban Gidm hiéu



va, cac dong nghiép ¢ Truong THPT Pham Ngii Lao da tao didu kién cho tac gid hoan thanh t6t nhiem

vu hoc tap va cong tac cia minh.

Cubi ciing, tac gia mudn danh nhitng 13i cAm on dic bigt nhat dén dai gia dinh vi nhitng dong vien va

chia sé nhitng khé khan dé tac gia hoan thanh luan vin nay.

Thdt Nguyén, ngay 25 thang 11 nam 2018

Tac gia

D& Hoang Son



Chuong 1
Mot sé kién thirc lién quan

Trong chuong nay chiing toi sé trinh bay vé Dinh 1i Ptolemy cling cac vi du
minh hoa viéc ting dung vao giai bai tap lien quan dén ti gidc noi tiép trong

duong tron.

1.1. Dinh li Ptolemy

Trude hét, trong muc nay ching t6i trinh bay noi dung Dinh 1i mang tén
nha Toan hoc ngusi Hy Lap Claudius Ptolemy' ciing mot s6 hé qua quan

trong cua no.

Dinh 1y 1.1 (Dinh i Ptolemy). T gidc loi ABC' D ngi tiép trong mot duong
tron khi va chi khi tich hai duong chéo bing tong cdc tich cia cdc canh doi
dién, tic la

AC.BD = AB.CD + BC.AD (1.1)

Chiing minh. Chon diéem E nam trong tit gidc ABC'D sao cho ABE = ACD
va BAE = CAD. Xét céc cap tam gidc dong dang ABE vi ACD, ABC va
AED, suy ra AB.CD = BC.AD = AC(BFE + ED), sau d6 tim diéu kién can
va du dé diem E ndm trén doan thing BD. ]

1 (Claudius Ptolemy : 100-187 TCN)




Dinh 1i Ptolemy c6 thé xem 1a su khai quat héa ctia Dinh 1i Pythagoras
trong truong hop tit gide ABCD 1a hinh ch@ nhat, lic d6 AC? = AB%+ BC?.

Dinh 1i 1.1 ¢6 cac hé qua sau day:
Hé qua 1.1. Cho ti gidc noi tiép ABCD vdi AABC déu, ta cé

BD =AD+ CD.

A C
=
Chaitng minh. Vi tii giac ABC'D noi tiép nén theo Dinh 1i Ptolemy ta c6
AB-CD+ AD - BC = AC' - BD.
Vi AB = BC' = C'A nén ta suy ra
CA-CD+ AD-CA= AC - BD.

Vay CD + AD = BD. O



)
/

Hé qua 1.2. Cho ti gidc noi tip ABCD vwéi ABC = ADC = 90°, ta c6
BD = AC'sin BAD.

Ching minh. Ta c6
AC'sin BAD = AC'sin (lﬂ\C + W)
= AC'sin (lﬂ\C + W)
= AC (sin@ . cos DAC + cos BAC - sin@)

:AC<BC'AD+DC"AB>
AC AC AC AC
BC-AD + DC - AB
AC
=BC-AD+ DC-AB

= BD.

Vay phép chitng minh dugc hoan thanh. ]

Thuc ra, Hé qua 1.2 dang néu A, B, C', D nam trén mot duong tron (véi
thi tu tuy y) va
ABC = ADC = 90°,

BD . Lz
tur Dinh Ii sine ta c6 ——— bang duong kinh AC ctia ducng tron ngoai tiep

sin BAD
ABAD.
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1.2. Mot s6 ting dung ctia Pinh li Ptolemy
Trong muc nay, luan van trinh bay mot vai ting dung ctia Dinh 1i Ptolemy
thong qua mot s6 bai toan thi Olympic va thi hoc sinh giéi.
Bai toan 1.1 (IMO 1995). Cho ABCDEF la luc gidc 107 vdi
AB=BC=CD, DE=FEF=FA, BCD=EFA =60

Goi G va H la hai diém trong luc gidc théa man AGB = DHE = 120°.
Chatng minh rang

AG+GB+GH+ DH+ HE > CF.
Gidi. Goi X, Y 1a cac diém nim ngoai luc giac thoa man AABX va ADEY

déu. Vay DBX AEY 13 anh cia ABCDEF qua phép dbi xting truc BE. Suy
ra C'F' = XY. Khi dé ta co6

AXB+ AGB = DYE + DHE = 180°.

Nhu vay AXBG va DHEY 1a cac ti gidc noi tiép. Theo He qua 1.1 ta c6
XG=AG+GBva HY = DH + HE. Vi thé

AG+GB+GH+DH+ HE =XG+GH+ HY > XY =CF.

Bai toan 1.2 (IMO 1996). Cho P la diém ndm trong AABC' théa man
APB — ACB = APC — ABC.
Goi D, E lan lugt la tam vong tron noi tiép cia AAPB, AAPC. Ching minh
rang AP, BD va CE cdt nhau tai mot diém.
Gidi. Tru6e hét, ta phai chi ra cac phan gidc BD, C'E tuong ting clia cac goc
1@, ACP cit nhau tai mot diém tren AP.

Goi chan ciia duong vuong goéc ha tit P xuéng BC, CA, AB lan lugt 1a X,
Y, Z. Vay thi AZPY, BXPZ, CY PX la cac tt giac noi tiép. Ta c6

APB-ACB=YAP+XBY =YZP+XZP =Y ZX.



2

A Y

Chitng minh tuong tu ta c6 APC — ABC = XY 7Z.

Tam giac XY Z ¢6 goc YZX = XYZ nén XZ = XY. Theo Hé qua 1.2 ta
co
XZ=BPsinABC va XY =CPsin ACB.

Vi XZ = XY nen BPsin ABC = CPsin ACB. Ta c6

BP _ sinACH (1.2)
CP  sin ABC
Ap dung Dinh i sine cho tam giac ABC' ta c6
AB A in ACB AB
—— = E\ ) Suy ra s /C\ = . (1.3)
sin ACB  sin ABC sin ABC AC
T (1.2) va (1.3) suy ra
AB AC
BP P (1.4)

Goi H la giao diem ctia BD va AP. Vi BH la duong phan giac ciia goc
A/I?P nen
AB HA

P OP (15)

Goi K la giao diém ctia CE va AP. Vi CK la duong phan giac ciia goc
A/C\P nén
AC KA

P kP (16)



